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Definicja Dwie miary µ, ν nazywamy równoważnymi, co zapisjujemy µ ≈ ν jeśli
jednocześnie

µ ¿ ν i ν ¿ µ.

Zadanie 1. Na przestrzeni mierzalnej (X,F) dane sa̧ dwie miary nieujemne
skończone µ i ν. Wiadomym jest, że µ = µ1 + µ2, gdzie

µ1 ¿ ν i µ2⊥ ν.

Podobnie ν = ν1 + ν2, gdzie

ν1 ¿ µ i ν2⊥µ.

Udowodnij, że µ1 ≈ ν1.

ROZW.: Niech D speÃlnia µ2(D) = 0, ν(Dc) = 0. Weźmy dowolny zbiór A speÃlniaja̧cy
µ1(A) = 0. Wtedy A∩D jest zerowy dla µ1 i dla µ2, czyli jest zerowy dla µ, zatem
i dla ν1. Natomiast A ∩Dc jest zerowy dla ν, wiȩc tym bardziej dla ν1. Sta̧d caÃly
zbiór A jest zerowy dla ν1. Dowiedlísmy, że ν1 ¿ µ1. Przeciwna̧ absolutna̧ cia̧gÃlość
dowodzi siȩ symetrycznie.

INNY SPOSÓB: Z Tw. Radona-Nikodyma, dµ1 = f dν = f dν1 + f dν2. Miara
f dν2 jest oczywíscie absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem ν2. Z drugiej strony jest ona
absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem µ1, która jest singularna wzglȩdem ν2, zatem f dν2

jest również singularna wzglȩdem ν2. Zatem f dν2 jest miara̧ zerowa̧, co daje, że
dµ1 = f dν1, czyli µ1 ¿ ν1.

Zadanie 2. Mamy dwie przestrzenie z miarami nieujemnymi skończonymi: (X,F , µ)
i (Y,G, ν). Na sigma-ciele produktowym dana jest miara ξ absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem
µ×ν i niech f(x, y) oznacza odpowiednia̧ gȩstość. Wykaż, że miara marginalna ξX

jest absolutnie cia̧gÃla wzglȩdem µ i podaj wzór na odpowiednia̧ gȩstość.

ROZW.: Określmy F (x) =
∫

f(x, y) dν(y) (co inaczej można zapisać jako
∫

fx dν).
Niech A ∈ F . Mamy

ξX(A) = ξ(A× Y ) =
∫

A×Y

f d(µ× ν) Tw. Fub.===
∫

A

[∫

Y

fx dν

]
dµ(x) =

∫

A

F (x) dµ.

Zatem ξX ¿ µ a gȩstościa̧ jest F .

Zadanie 3. Na przestrzeni miarowej (X,F , µ) dany jest cia̧g funkcji nieujemnych
mierzalnych fn zbieżny prawie wszȩdzie do zera, ale taki, że caÃlki

∫
fn dµ nie da̧ża̧

do zera. Udowodnij, że funkcja g(x) = supn fn(x) ma caÃlkȩ nieskończona̧.



ROZW.: Gdyby funkcja g miaÃla caÃlkȩ skończona̧, to cia̧g fn byÃlby zmajoryzowany
(przez g) i z Tw. Lebesgue’a zachodziÃlaby zbieżność caÃlek

lim
n

∫
fn dµ =

∫
lim
n

fn dµ =
∫

0 dµ = 0.

A tak nie jest.

Zadanie 4. Dla miary znakowanej µ (powiedzmy ograniczonej z góry) wykaż, że
µ+ ∨ µ− = |µ|.
ROZW.: Mamy

µ+ ∨ µ− = 1
2 (µ+ + µ− + |µ+ − µ−|) = 1

2 (|µ|+ |µ|) = |µ|.

Zadanie 5. Udowodnij, korzystaja̧c z Tw. Riesza dla przestrzeni zwartych, że
każdy funkcjonaÃl ograniczony na przestrzeni C([0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ · · · ) (z norma̧
supremum) jest miara̧ borelowska̧ skończona̧ na [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ · · · .
ROZW.: Oznaczmy przez Xn n-ty przedziaÃl wchodza̧cy w skÃlad powyższej dziedziny
X. Każda funkcja cia̧gÃla f na X przedstawia sie jako suma funkcji cia̧gÃlych
fn = 1Xnf . FuncjonaÃl χ obciȩty do funkcji postaci 1Xnf jest funcjonaÃlem χn

na C(Xn). Zatem z twierdzenia Riesza (Xn jest zwarta) istnieje miara skończona
µn na Xn taka, że χn(fn) =

∫
fn dµn. Zatem przyjmuja̧c za µ miarȩ (na razie

sigma-skończona̧) µ =
∑

n µn możemy napisać:

χ(f) = χ(
∑

n

fn) =
∑

n

χ(fn) =
∑

n

χn(fn) =
∑

n

∫
fn dµn =

∑
n

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Trzeba tylko pokazać, że miara µ jest skończona. Ale to jest teraz oczywiste, bo
µ(X) = χ(1) < ∞.

Zadanie 6. SformuÃluj Twierdzenie Poincaré (z definicjami wszystkich potrzebnych
pojȩć).
Patrz wykÃlad.

CZȨŚĆ NA OCENȨ CELUJA̧CA̧:

ROZW. DODATKU DO ZADANIA 2: Gȩstościa̧ miary ξx jest f(x,y)∫
f(x,y)dν(y)

, a jeśli

caÃlka w mianowniku jest zero, to zero. Pomijam sprawdzenie.

ROZW. WERSJI ZADANIA 5: Przestrzeń C0[0, 1) jest izomorficzna z podprzestrzenia̧
domkniȩta̧ C0 = C0[0, 1] ⊂ C = C[0, 1] funkcji zeruja̧cych siȩ w 1. Weźmy
funkcjonaÃl φ na C0. Trzeba go przedÃlużyć do funkcjonaÃlu Φ na C tak aby mi-
ara reprezetuja̧ca Φ (Tw Riesza) nie miaÃla atomu w punkcie 1. Wtedy taka miara



jest miara̧ na [0, 1). Każda f ∈ C rozkÃlada siȩ tak f = f − f(1) + f(1) = f1 + c,
gdzie f1 ∈ C0, a c jest funkcja̧ staÃla̧. Jakkolwiek określimy Φ, bȩdzie tak:

Φ(f) = Φ(f1) + Φ(c).

Ponieważ chcemy aby na C0 Φ = φ, musimy zadać Φ(f1) = φ(f1). Na przestrzeni
funkcji staÃlych c każdy funkcjonaÃl ma postać Φ(c) = kc, gdzie k jest staÃla̧. Trzeba
wiȩc dobrać staÃla̧ k tak aby miara µ reprezentuja̧ca Φ nie miaÃla atomu w 1. Czȩść
z państwa przyjȩÃla k = 1, ale to jest źle. Trzeba przyja̧ć k = ||φ|| = sup{φ(f) :
f ∈ C0, ||f || ≤ 1}. Sprwdzenie pomijam (trzeba scaÃlkować miara̧ µ funkcjȩ 1{1}
przybliżaja̧c ja̧ funkcjami cia̧gÃlymi). Rachunki sa̧ Ãlatwe, jeśli siȩ zaÃloży nieujemność
funkcjonaÃlu φ.
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